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Sub pokok Bahasan
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Transformasi Linear III

Misalkan V dan W adalah ruang vektor, T: V 2> W
dinamakan transformasi linear, jika
untuk setiap 3. b eV dan a €R berlaku:

1.T (@+b)=T @)+T (b)

2 F (0(5): aT ()

Jika V=W maka T dinamakan operator linear
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Contoh :
Tunjukan bahwa T : R? 2 R3, dimana

>* Rumus Transformasi

merupakan tranformasi linear.
Jawab :
Ambil unsur sembarang di R?,

Misalkan V
U:(U:Lj, \7:( 1]€R2
u, v,

(i) Akan ditunjukan bahwa
TT+V)=T(@)+T(V)
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s 1|(4(2]

((Ul +V1)_(u2 TV, )\
" _(u1+vl)
% u, +V, )

((ul +V1)_(u2 =V, )\
= Uy =N

k u, +V, )

Terbukti bahwa T(T+V)=7(T)+7(V)
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o1l (U)
Jadi, T merupakan transformasi linear.
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Contoh 2 :
Misalkan T merupakan suatu transformasi
dari M,,, ke R yang didefinisikan oleh
T(A) = det (4), untuk setiap A € M,,,
Apakah T merupakan Transformasi linier.

Jawab :

Misalkan A:( % azj e M,,
d; 4

maka untuk setiap ae R berlaku

aa, a%j

det (cA) = det(
aa, aa,

= *(a,3, —a,a,) = a *det(A)
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Perhatikan bahwa det(aA) # a det(A)
Jadi T bukan transformasi linier.

Contoh 3 :
Diketahui T : P2 (Polinom orde-2) - R2, dimana

a—b
T(a+bx+cx2)=( j
a—c
a. Apakah T merupakan transformasi linear
b. Tentukan T(1+ X+ X°)

Jawab :
a.(i Ambil unsur sembarang P,

O=U+UX+UX V=V, +V,X+VX
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Sehingga

U+V = (U +V,)+ (U, +Vv,)x+(u, + v, )x?

Perhatikan bahwa
T(@+V)= T((u v, )+ (Uy +V, )X+ (Uy +, )x?)

N
v

(u +UX+UX )+ T (v1+v2x+v3x2)
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Ambil unsur sembarang P2, U =u, +u,x+Uu,x’

dan ¢ € R, sehingga

=S (u1 + U, X + u3x2)

Jadi, T merupakan transformasi linear
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b. T@+x+X)= (1—1j_( 0}

y g B !

Suatu transformasi linear T: V 2> W dapat
direpresentasikan dalam bentuk :

T (U)Z Au untuk setiap U € V.

= A dinamakan matriks transformasi dari T.

Contoh :

Misalkan, suatu transformasilinear T: R? > R3
didefinisikan oleh :
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Jawab : ‘I v
Perhatikan bahwa U
X—Y 1 -1
X X
L1 2
y ; o P Y

Jadi matriks transformasi untuk T : R? > R3 adalah |

A I Sy A
A= -1 O
S PR

Jika T : R®* 2 R™ merupakan transformasi linear
maka ukuran matriks transformasi adalah m x n
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Misalkan ‘I
B=1{V,,V,} basis bagi ruang vektor R?> dan U

T:R? 5 R® merupakan transformasi linear
dimana

T(V;)= (G;) untuk setiap i= 1,2.

Matriks transformasinya dapat ditentukan dengan c

Tulis : ¥ By aln
T(Vl): Av, =U,

T(\72)= AV, = U,
Sehingga

Agyo [\71 v, ]2x2 e [Ul u2:|3x2 [Vlk Vg]basis bggi v |
Jadi maka 1a punya 1nvers

A=l o]y 7,7
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Contoh 3 :
Misalkan

~ Nt
<
Il
ST e T
|
g W e
A RN T
<|
N
Il

T:R°—>P,

T(Vi): AV. = p. untuk setiap i = 1,2,3.

Jika
P =1-X;

Tentukan :

Matrix transformasi dan T|| -1

06/05/2014 13:56

"W

} adalah basis bagi R3

Transformasi linear didefinisikan R
".:.ﬂ—é'—- -

p, =L p;=2X
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Jawab :

Definisikan :
1 1 0
pl: [1_ X]B 7 (_1} P, = [1]8 = (O]’ P; = [ZX]B > (Zj
Karena
A= oo =12 2:3
Maka
1250l
128710
NSt ( j
S Ll § S
-1 -1 1
atau
0 )
I -2y =)
- 0
et
-1 -1 1
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invers matriks dicari dengan OBE :

k.2 202 -P2ak .2 0aa0) 1.2 O0a O Ll
Tl a3 L) nalaad] o0 ofs 7 dlacl =2 blo7s a2 an e ce )

SR L B S ) R e e S

12025011
ot 4 0 (e |
0r.0x 217 e
Sehingga
2 (1 ! Oj ; (o ! oj
— e e B
-1 0 2 -1 2 2
O A ¢
Jadi matriks transformasi T adalah (O 1 Oj
-1 2 2
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Sementara itu,

F v (5P
1 il 1
ie2q) 5 -1 2 2

o2

ingat bahwa K_lﬂ e
1
B

Jadi: e o
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Contoh 4: 'll
Diketahui basis dari polinom orde dua adalah

{1+x, —x+x2, 1+x—x2}

Jika T : P, 2 R° adalah transformasi linear

dimana
1 2
T[1+x]=]1 T[—x+x2]= 2 T[1+X—X2]= 1
2 0
Tentukan
T( j PN X2) Definisi

Membangun
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Jawab :
Perhatikan bahwa
himpunan 3 polinom tersebut adalah basis
bagi polinom orde 2
maka polinom tersebut ditulis nejadi :

1— X+ X% = K, (1+ %)+ Ky X+ X2 )+ k(1 + x — x?)

Samakan suku-suku sejenis
sehingga diperoleh SPL

K, + K, =1
K=k +Kyo=1
(el

dengan solusi k;, =0, k, =2, dan k; = 1.
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Jadi kombinasi linear diatas berbentuk :

1-X+x2 =0 (1+X)+2 (- x+x2)+1 (1 +x—x?)
atau

T (1—x+x2)=T (O (1+x)+2 (—x+x2)+1(1+x—x2))
Karena transformasi T bersifat linear maka :

T (1= x+2)= 0T (L4+X)+ 2T (- X+ X2 )+ T 1+ x =)

(D=L L) o2 4)
\O/ \O/ \O )
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Kernel dan Jangkauan IR B

Misalkan T : V—- W merupakan transformasi linear
Semua unsur di V yang dipetakan ke vektor nol di W
dinamakan kernel T

notasi ker ( T).

atau o

Ker(T)={ TeV | T(@)=0}
Contoh S : a—b
Trans. Linear T : P, > R?2 T(a+bx+cx’) = a—cj

1-1 0
Perhatikan bahwa T(1+ X+ X°) = (1_1j =( 5 j

maka 1+x+x° eKer(T)
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Sementara itu, 1+ 2X+X° ¢& Ker (T)

22); o
karena T(1+2x+x") =( 5 )7& 0

Jelas bahwa vektor nol pada daerah asal
transformasi merupakan unsur kernel T.

Tetapi, tak semua transformasi linear mempunyai
vektor tak nol sebagai unsur kernel T.

Teorema :
Jika T : V > W adalah transformasi linear
maka Ker (1) merupakan subruang dari V
Bukti :
Ambil z p e Ker(T) Sembarang dan ceRiil
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1. Karena setiap a < Ker(T)
artinya setiap a eV sehingga T(a)=0
maka Ker(T) c V

2. Perhatikan bahwa 0 e Ker (T)
artinya setiap T (6): A0 =0
oleh karena itu Ker(T) # {}

3. Karena a,beKer(T) dan KerT) cV
Ingat bahwa V mrp ruang vektor, sehingga berlaku
a+beV
akibatnya T(5+5):T5+TI5 =0+0=0

Jadi s
a+b eker(T)
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4. Karena ae Ker(T) maka aeV

karena V adalah ruang vektor
maka untuk setiap « e Riil berlaku :

T (@ 8)=aT(@)=a 0 =0
Jadji, (05 ) = () 5

aae Ker(T)
Dengan demikian, terbukti bahwa
Jika T : V 2> W adalah transformasi linear maka

Ker(T ) merupakan subruang dari ruang vektor V

Karena Ker(T ) merupakan subruang

=>» Basis Ker(T).
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Contoh 6 :
Diketahui Transformasi linear T : R® ~P, dengan

()
TIIb|| =(a+ b)+(2a-—dx+ (2a+ b+ gx°
&

Tentukan basis dan dimensi Ker(T) dan R(T)

Jawab :
Perhatikan bahwa :
NG
T||b||=(a+b)+(2a—c)x+(2a+b+c)x* =0
\C)]
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Ini memberikan

/a_|_b A /O\
2a—C =1..0)
\2a+b+c/ 0

sehingga
R AN (Rt fal 2 & AT
T||b||l=|2a-cC =y 020 e

_C_ \Za+b+C/ \2 1 1} C

Jadi, matriks transformasi bagi T adalah

(s [
Nl Pl e |
@222,
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Dengan melakukan OBE pada matriks tersebut :

AR A0 oo sl e Tl (05 Do A0 e 22216
et e ol PR R ) PR PR L (T S R R ot S
| Zaeleal G @UA 00 I8 212500 oo G2 001 20 e

h

5D 020
2 G e EiD
ROPSOE e O

Dengan demikian, Basis ker(T) = { }

dan nulitasnya adalah nol.
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Perhatikan hasil OBE
maka basis ruang kolom dari matriks A adalah :

(1Y (1\( 0
04,1211 =1] ¢
2 1

oleh karena itu, basis jangkauan dari T adalah :

%L+2x2 , 1+2x+x2 ,—x+x2}

sehingga rank (dimensi basis R(t)) = 3
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Contoh 7 :

Diketahui transformasi linear T : R* > R3

didefinisikan oleh :

(a)
( a+b ]
b
T = c — 2d
C
. \—a—b+c—2d/
S

Tentukan basis kernel dari T dan nulitasnya
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;
z a+b
T A = c—2d
—a—-h+c-2d
\d)]
)
R O\(b
= O ol a2 X
\—1 -1 1 —2/
\d)
Jadi
et med S e @e0m
A= P2
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Basis Ker(T) dan Nulitasnya?

Ker(T) adalah ruang solusi dari
fa
b

T(V)=A{V)=0, WV = ol R*

\d

Dengan OBE

e Lalep S S o e o S N SN O P 0 2
A= l:00m ey e s a2 o) o) B de a2
S el S R S Sl ¢ eSO
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Ker(T) = ruang solusi dari Av=0

yaitu

Jadi Basis Ker(T) adalah

(o
b
C

\d )

~

Ca
o
0]

Ca)

\d )

.

"

b
C

0 )
0]

1
07

(o)
—1
O

05

J

S.7-

2ok
O

1
k%/

@S0

Nulitas = Dimensi dari Ker(T) = 2
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Latihan

1. Suatu transformasi T : R3 = R2

didefinisikan oleh -

)
b :(a bj
a+C

C

Periksa apakah T merupakan transformasi linear
2. Jika suatu transformansi T: P, 2 P, diberikan ole

T[2+X]:4—X+X2 dan T[+3x]=7+2x—2x

Tentukan T[3—Xx]
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(Untuk no. 3 — )

Suatu transformasi linear, T :R2>R3
Yang diilustrasikan sebagai berikut :

3 1
2
1L

(S

3. Tentukan matriks transformasi dari T !

4. Tentukan hasil transformasi, TK ;ﬂ

S. Tentukan basis kernel dan jangkauan dari T !
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by

6. Tentukan rank dan nulitas matriks Transformasi : I

@] Sz DR B e
Vv P FE el 0 el
@2 e Al T

7. Misalkan T : R3S = R? didefinisikan oleh

_(a-2b

S e

Tentukan basis Ker(T) dan basis R(T)
beserta dimensinya !

=
O T 2
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