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"
Setelah menyelesaikan pertemuan ini
mahasiswa diharapkan :

Dapat menghitung perkalian titik dari suatu
vektor dan mengetahui contoh aplikasinya

Dapat menghitung perkalian silang dari
suatu vektor dan mengetahui  contoh
aplikasinya
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Mahasiswa dapat

m mengerti& menghitungperkalian titik(dot),
perkalian silang (cross).

m Vektor- vector Ortogonal
m Menyatakan suatu vector dalam ruang

berdimensi.

Dot Product



Perkalian titik (Dot Product)

Perkalian silang (Cross Product)

Dot Product



"
Perkalian titik (Dot Product)

4 X \f\e

: e

Dot Product



" A
Perkalian titik: u.v = skalar

Vektor u dan v di Ruang-2 atau di Ruang-3, dengan 0 sudut apit
antara u dan v

- |Jul| |[v]| cos © jlkauz0danv =0

0 jikau=0atauv=20

Catatan: u dan v saling tegak lurus (0 =90°& cos6=0) < u.v=0

Vektor-vektor yang saling tegak lurus disebut vektor-vektor ortogonal

Dot Product 7



" A
Perkalian titik: u.v = skalar

Vektor u dan v di Ruang-2 atau di Ruang-3, dengan 0 sudut apit
antara u dan v

Catatan: u,v € Ruang-2 —u= (ul, uz), V= (Vp Vz)

u,v € Ruang-3 —u=(u;, Uy, u), V= (v, V5, V)

Formula lain untuk u . v :

Ruang-2: wu.v=uyv, +uwv,

Ruang-3: wu.v=u v, +u,v, +u;v,

Dot Product



" A
Teorema 3.3.1 — 3.3.2:

Vektor-vektor u, v, w di Ruang-2 atau di Ruang-3; k adalah skalar

d v.v=||v||? atau ||v]| = (v.v)?

O jikau =0, v # 0 dan mengapit sudut 0, maka

d Olancip < u.v>0

d O tumpul < wu.v<O0

a 0=90° < u.wv=0
u.v=v.u

u.(v+w) =u.vtu.w

ku.v)=((u).v=u. (kv)

O O 0 O

v.w>0jilkav#0 dan v.v=0jkav=0

Dot Product



" A
Teorema 3.3.1 — 3.3.2:

Vektor-vektor u, v, w di Ruang-2 atau di Ruang-3; k adalah skalar

« wv.v=|v|] atau ||v|| = (v.v)!?
Bukti: v.v=]||v|| [[v]| cos 0° V.V =V, vV, +Vv,v,
= VI {IVI[ (1) = IvIP = V2 vy?
= [IvII = [IvI

* u.v=v.u
Bukti: u.v=|lu|| ||v|]| cos O
= [Iv][ |lul| cos 6

=vV.u

Dot Product 10



.
leorema !!! — !!!

Vektor-vektor u, v, w di Ruang-2 atau di Ruang-3; k adalah skalar
e u.(v+tw) =u.vtu.w
Bukti: u.(v+w) =(u;,u,, u3) . (viTw;, v, tW,, V3tws)

=0, (V W) + uy(vytw,) + us(vatws)

= (v wy) + (Uyv,1u,w)) + (U3vstuswi)

= (0 vVt ugvy) + (U W) + Uy w,tusws)

=u.v+tu.w

ku.v)=((uw).v=u. (kv)

k(w.v)=k(uyv, +uv,+uvy)
= (ku,v, + ku,v, + kuyvy) = (u kv, + uykv, +uszkvy)
= (ku,)v, + (kuy)v, + (kuy)vs =y (kv)) + uy(kvy) + uy(kvs)
= (k). v potproduct W+ (V) 1



" N

Teorema 3.3.1 —3.3.2:

Vektor-vektor u, v, w di Ruang-2 atau di Ruang-3; & adalah skalar

 v.w>0jikav#0 dan v.v=0 (skalar)jikav=0 (vektor)

Dot Product
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N m
FOVYECKS1 vrtogonail.

W a

w, = proyeksi ortogonal dari vektor u pada vektor a
= komponen vektor u di sepanjang vektor a

w, = komponen vektor u ortogonal terhadap vektor a

Dot Product



N m
FOVYECKS1 vrtogonail.

W a

w, = proyeksi ortogonal dari vektor u pada vektor a
= komponen vektor u di sepanjang vektor a

w, = komponen vektor u ortogonal terhadap vektor a

Dot Product



N m
FOVYECKS1 vrtogonail.

w, = proyeksi ortogonal dari vektor u pada vektor a

w, = komponen vektor u ortogonal terhadap vektor a

w,=u—(u.a/|la|?)a

Bukti:

Dot Product 15



" A
Jarak titik P, (x,, y,) ke garis lurus g : ax +by +¢c=0

Vektor ortogonal garis g

Bukti bahwa ortogonal garis g

Vektor QR = (x, — X, ¥, - ¥;)

R terletak pada garis g, maka: ax, + by, +¢=0

Q terletak pada garis g, maka: ax, + by, +¢=0

ax,—x)) +b(y,-y)+0=0

Jadi,

artinya vektor n ortogonal QR, sehingga vektor
ortogonal garis g (terbukti)
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" A
Jarak titik P, (x,, y,) ke garis lurus g : ax +by +¢c=0

Vektor QP, = (x,— X, Y, — Y1)
( vektor QP, seperti vektor u;

vektor n seperti vektor a

vektor d seperti vektor w,)

Q (X, ¥1) /SO Po (Xor ¥o)

N(ererc:O

[ d[l=]QPy.n /0l =[x Xy, ¥o—¥1) - (a, b)| / V(22 + b?)
= | (%= X))a (¥, —y)b) |/ V(@2 +b?) = | x,a—x;a + y,b—y,b |/ V(a? + b?)

jarak dari titik P, ke garis g = || d ||

tetapi Q terletak di g, maka ax, + by, + ¢ =0 atau c = —ax, — by,
Maka || d || =] ax, + by, — ax, — by,|/ V(a2 + b?)

=| ax, + by, + ¢/ V(a2 + b?)
Dot Product 17



Perkalian Silang

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3

18



Perkalian silang (cross product)

dan vektor v di Ruang-3 dan mengapit sudut 0,
- V= (Vla Va, V3)

maka u x v=w di mana w ortogonal terhadap u dan v

XV = s ’
Vo V3 Vi V3 Vi Vv,
— — —
Wi W, W3

w
Aturan tangan kanan: C)
Arah genggaman = arah u ke v o
Arah 1bu jar1 = arah w )V/

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3
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"
Perkalian silang (cross product)
Vektor-vektor satuan di Ruang-3 :i=(1,0,0); j=(0, 1,0); k=(0,0, 1)

K A i i
<>
J
L
i k J
k
ixi = jxj = kxk = 0 (vektor nol)
ixj =Kk ixk =i kxi=]
jx1 ==Kk kxj =-i ixk =—j

Cross Product, Garis dan Bidang di

Ruang-3 20



Dengan demikian jika u dan v dinyatakan dalam i, j, k, maka

xv =1 1 i k

Catatan:

u=(u;, uy, uy) =(uy, 0,0) + (0, u,, 0) + (0, 0, u,)
=(u;,0,0) + (0, u,,0) + (0, 0, uz) = wji +u,j + usk

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3 21



Teorema 3.4.1 & 3.4.2: Teorema 3.4.3 & 3.4.4:
u. (uxv)= 0 (skalar) Jika u dan v merupakan vektor
v.(u xv)= 0 (skalar) di Ruang-3 maka || u x v || adalah
laxv|P=|lulP||Vv]?—(u.V)? luas jajaran genjang yang
ux(vxw)=u.w)v—(u.v)w dibentuk oleh u dan v.
(uxv)xw=(u.w)v—(v.wu u=(u;, Uy, Uy); v=1_(v, vy, V3);

W= (W), Wy, W3)
uxv=— (vxu)
ux(v+w)=(uxv)+(uxw)

(U+v)xw=@uxw)+(vxw)

k(uxv)=(ku) xv=ux(kv) adalah volume parallelepipedum
ux0=0xu=0 yang dibentuk u, v, w (ambil harga
uxu=90 mutlaknya).

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3 22



m [eorema:;

jlka u,v, dan w merupakan vektor dimensi 3, maka
u.(v x w ) disebut sebagai hasil skalar ganda tiga
dari u,v, dan w

ue(Vvxw)=\v, v, V,

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3



m Jeorema:
jlka u,v, dan w merupakan vektor dimensi 3 yang
mempunyai titik pangkal yang sama, maka
ketiganya terletak pada bidang yang sama jika dan
hanya jika

ue(vxw)=\v, v, v,[=0

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3
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Garis dan Bidang di Ruang-3

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3
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"
Bidang Datar:

Titik P (x,,y,,Z,) dan titik P(x, y, z) terletak di bidang datar o

Vektor normal n = (a, b, c) ortogonal terhadap bidang o

Vektor P.P=(X—-X, Y-V, Z—Z,)
n=(a,b,c)

A Karena n ortogonal terhadap a.,
maka n juga ortogonal terhadap

vektor P_P, sehingga

L . =
.P/>.P n.PP=0

o 0 Bidang Datar a dinyatakan dengan persamaan:

a(X - Xo) T b(y - YO) T C(Z _Zo) =0

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3 26




"
Bidang Datar:

Dar1 Persamaan Normal-titik (point normal form):

a(X - Xo) T b(y o YO) T C(Z _Zo) =0

ax +by +cz+ (—ax,—by,—cz)=0

——

ax + by +cz + d =0

n=(a,b,c)A

Bidang Datar a dinyatakan
dengan persamaan :

P

a POO/” ax +by tcz+d=0

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3 27



"
Bidang Datar:

Dalam Persamaan normal-titik P dan P dianggap sebagai titik.
Jika r = vektor OP dan r, = vektor OP_, maka vektor P.P=1—r,

(di sini titik O adalah titik awal koordinat Cartesius)

Dari n . P_P = 0 diperoleh

O Iy n.(r-r,)=0

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3 28



"

Perpotongan 2 buah Bidang Datar:

ax + by + cz=k, 1 tidak berpotongan

dx +ey + {z =k, berpotongan

Perpotongan 3 buah Bidang Datar: (lihat gambar 2 hal.157)

/)

ax + by +cz=k,

dx + ey + fz=k, \ garis lurus
gx + hy +iz =k, berpotongan di <

titik

tidak berpotongan

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3 29



Bentuk Parametrik Persamaan Garis Lurus:
P(x, y, 7) Vektor P_P sejajar dengan vektor v
POP: (X_Xm Y Yoo Z_Zo)

P(Xo» Yo» Zo)
/ @59 pp=yy (s skalar)
\%

(X_Xm Y= Yoo Z_Zo) - t(aa ba C)

X —X,=1a
y_YO:tb
Z—27,=1IC

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3 30



"

Persamaan Garis Lurus di Ruang-3

Bentuk vektoris Persamaan Garis Lurus:

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3 31



"

Jarak dari sebuah titik ke bidang datar

n=(a,b,c) A

Po(Xes Yo» Zo) D= |pr0jn QPO ||
2 =|QP,.n|/|n|
ED =[n.QP,[/][m]
/ ————————— : n=(a,b)
Q(xp ¥y, 2 )8

QPO — (Xo X Yo Y 4o~ Zl)
Persamaan bidang: ax + by +¢cz+d =0

n. QPo - a(Xo - Xl) T b(Yo - YI) T C(Zo - Zl)
= ax, — ax; + by, — by, + ¢z, — cz,
= ax, + by, + cz, —ax, — by, — ¢z,

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3 32



<

Injl=ve+?

n.QP,
=a(x,—x;) + by, —yy) ¢z, — z))

Qx5 ¥15 ZJ/ ——————

Persamaan bidang: ax +by+cz+d=0

Karena Q terletak di bidang ini, maka

ax; +by,+cz, +d=0

atau d= —ax, —by, -

Ruang-3

CZ . : .
Crbss Product, GanF dan Bidang di

= ax, —ax, T by, — by, + cz, — cz,
= ax, + by, + cz, —ax, — by, — cz,

=ax, + by, +cz,+d

D=|n.QP,[/][m]

=lax,+ by, +cz, +d|/ a2+ b

33



" N

Jarak antara dua bidang datar yang sejajar:

Misalkan kedua bidang datar itu adalah o dan 3

1. Tentukan sebuah titik T di bidang o

2. Kemudian hitung jarak antara titik T dengan bidang 3

Cross Product, Garis dan Bidang di
Ruang-3 34
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